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主要内容：

3.3 平面

点法式方程

一般式方程

截距式方程

平面与平面的位置关系
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一、点法式方程

   平面 可由 上任意一点和垂直

于 的任一向量完全确定. 垂直于 
的任一向量称为 的法线向量．

法线向量的特征：垂直于平面内任
一向量

设

x
y

z

o


0M
M

),,(),,,( 0000 zyxMCBAn 


上的任一点，为平面),,( zyxM

000  nMMnMM 
必有

点法式方程
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),,,( 0000 zzyyxxMM 




)1(0)()()( 000  zzCyyBxxA

方程(1)称为平面的点法式方程,

其中法向量 .,,),,,( 000 ）已知点（ zyxCBAn 


平面上的点都满足方程(1)，不在平面上的点

都不满足方程（1），方程(1)称为平面 的方
程，平面 称为方程(1)的图形．

点法式方程
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例1 求过三点� 2, − 1,4 , � −1,3, − 2 和� 0,2,3 的   
    平面方程

解 }1,3,2{},6,4,3{ 


ACAB

},1,9,14{ 


ACABn取

所求平面方程为：

,0)4()1(9)2(14  zyx

化简得

.015914  zyx

点法式方程
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例2 求过点(1,1,1)，且垂直于平面� − � + � = 7和
          3� + 2� − 12� + 5 = 0的平面方程

解 )12,2,3(),1,1,1( 21  nn 

),5,15,10(21  nnn 
取法向量

所求平面方程为

,0)1(5)1(15)1(10  zyx
化简得

.0632  zyx

点法式方程
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二、一般式方程

由平面的点法式方程

0)()()( 000  zzCyyBxxA

0)( 000  CzByAxCzByAx

D

0 DCzByAx 平面的一般方程

法向量 ).,,( CBAn 

一般式方程
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平面一般方程的几种特殊情况：

平面通过坐标原点；,0)1( D










轴；平面平行于

轴；平面通过

xD
xD

A
,0
,0

,0)2(

.0,0 的情形类似地可讨论  CB

坐标面；平面那个性与xoyBA ,0)3( 

.0,0 的情形类似地可讨论  CBCA

一般式方程
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例3  观察下列平面

(1)  2x - y - z = 0;

x
y

z

o

(2)  - x + 3y + 6 = 0;

x
y

z

o
2

6

(3)  3z - 7 = 0.

x
y

z

o

一般式方程
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例4 设平面过原点及点（6,   − 3,  2），且与平面4� −
� +
         2� = 8垂直，求此平面方程.

解 ,0 DCzByAx设平面为

,0D由平面过原点知

02362,3-6  CBA）知，由平面过点（

),2,1,4( n

024  CBA

,
3
2CBA 

所求平面方程为： .0322  zyx

一般式方程
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三. 截距式方程

.),0,0,0)(,0,0(
),0,,0(),0,0,(,,

求此平面方程其中

三轴分别交于设平面与

 cbacR
bQaPzyx例5

解1 ,0 DCzByAx设平面为












,0
,0
,0

DcC
DbB
DaA

将三点坐标代入得

.,,
c
DC

b
DB

a
DA 

截距式方程
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,,,
c
DC

b
DB

a
DA 将

代入所设方程得

1
c
z

b
y

a
x

平面的截距式方程

轴上的截距x 轴上的截距y 轴上的截距z

截距式方程
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解2 (点法式) ),0,)(0,,( cabaPRPQn 


取

ca
ba

kji

0
0






),,( abacbc

0)0()0()(  zabyacaxbc：所以，

abcabzacybcx 

1
c
z

b
y

a
x

截距式方程
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例6

.
0566

个单位的平面方程围成的四面体体积为一

而与三个坐标面所求平行于平面  zyx

解 ,1
c
z

b
y

a
x

设平面为

,1
2
1

3
1,1  abcV

由所求平面与已知平面平行得

,
6

1

1

1

6

1
cba 

x
y

z

o

截距式方程
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,
6
11

6
1

cba
化简得 t

cba


6
11

6
1

令

,
6
1,1,

6
1

t
c

t
b

t
a 

代入体积式

,
6
1

6
11

6
1

6
11  t

ttt

,1,6,1  cba

所求平面方程为： .666  zyx

截距式方程
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四、平面与平面的位置关系

1. 两平面的夹角

定义 两平面法向量之间的夹角称为两平面的夹角.
                               （通常取锐角）

1

2
2n
 1n





,0: 11111  DzCyBxA

,0: 22222  DzCyBxA

),,,(),,,( 22221111 CBAnCBAn 


平面与平面的位置关系
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按照两向量夹角余弦公式有

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121 ||cos
CBACBA

CCBBAA






两平面夹角余弦公式

2. 两平面垂直与平行的充要条件：

;0)1( 21212121  CCBBAA

.//)1(
2

1

2

1

2

1
21 C

C
B
B

A
A



平面与平面的位置关系
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例7   讨论以下各组平面的位置关系：

013,012)1(  zyzyx

02224,012)3(  zyxzyx

01224,012)2(  zyxzyx

解(1)
22222 31)1(2)1(

|311201|cos





.
60
1arccos

60
1cos   两平面相交，夹角

平面与平面的位置关系
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解(2) )2,2,4(),1,1,2( 21  nn 

,
2

1
2
1

4
2








 两平面平行

21 )0,1,1()0,1,1(  MM
两平面平行但不重合．

或：

0
2
12:

012:

2

1





zyx

zyx





所以，两平面平行但不重合．

平面与平面的位置关系
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解(3) ,
2
1

2
1

4
2 







 两平面平行

21 )0,1,1()0,1,1(  MM

所以两平面重合.

或：

012:
012:

2

1




zyx
zyx




所以，两平面重合．

平面与平面的位置关系
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例8 求过点M0(-1,3,2)且与平面2x - y + 3z - 4 = 0和x + 
         2y +2z -1=0都垂直的平面 的方程.

解：两个已知平面的法向量为

),2,2,1(),3,1,2( 21  nn 

故平面 的法向量为

221
31221 
kji

nnn



 kji


58 

平面与平面的位置关系
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故平面的方程为

-8(x +1) - (y - 3) +5(z -2) =0,

即
                       8x + y - 5z +15 =0.

平面与平面的位置关系
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.
0),,( 0000

的距离

到平面求点  DCzByAxzyxP例9

解  ),,( 1111 zyxP

},,{ 10101001 zzyyxxPP 


|Pr| 01j PPd
n



||||

|| 10







n

nPP N

0P

n

平面与平面的位置关系
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222
101010 |)()()(|

CBA
zzCyyBxxA






222
111000 |)(|

CBA
CzByAxCzByAx






)(,0 1111  PDCzByAx

.||
222

000

CBA
DCzByAxd




 点到平面距离公式

平面与平面的位置关系
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学到了什么

点法式方程

一般式方程

截距式方程

平面与平面的位置关系


