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主要内容：

3.2 向量的乘法

内积

外积

混合积
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内积

一、内积

则由右图可知：

相互垂直，），（设非零向量 ),,(,, 321321 bbbbaaaa 


222 |||||||||||| abba 
 ab 


b


a
即 (a1

2+ a2
2 + a3

2) + (b1
2 + b2

2 +b3
2) 

     = (b1 - a1 )2 + (b2 - a2 )2 + (b3 - a3 )2 

由此式可推出

               a1b1+ a2b2
 + a3b3 = 0. 
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定义  设向量

332211

321321 ),,(,,,

babababa

bbbbaaaa








）（

.的内积（或数量积）与称为


ba
2aaa 

记为

的内积为由定义可知，基向量 kji


,,

.0,1222  ikkjjikji


内积
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向量的内积具有以下性质：

;||||)1( 22 aa 


证  .|||| 23
3

2
2

2
1

2 aaaaaaa 


;00)2( 


a
,)3(



 abba
;,),()()()4( Rbaba  



.)()5( cabacba 


性质(2)—(5)很容易用内积定义作出证明.

内积
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由余弦定理可知

cos||||||||2|||||||||||| 222 bababa




222 ||||||||||||cos||||||||2 bababa




)(2
)()()(

332211

2
33

2
22

2
11

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

bababa
bababa

bbbaaa






cos|||||||| baba


 bja a


Pr|||| .Pr|||| ajb b




a
b
 ba






内积
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则若 ,0||||,0||||  ba


2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211

||||||||
,cos

bbbaaa
bababa

ba
baba







 



ba ee
b
b

a
a









||||||||

.,
2

, bababa


 正交（或垂直），记为与则称若


.0332211  bababababa


内积
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.||||,30||||,23||||,11|||| bababa


 求设

解  22 )(|||| baba


 22 2 bbaa



bababa

 26502|||||||| 22

22 )(|||| baba


 22 2 bbaa




bababa

 26502|||||||| 22

,2502  ba


.20||||400|||| 2  baba


，

内积

例1
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例2.  

解  

),18,10,1(
)12,4,3)(362()3,3,1)(1286(


d


.Pr,)()(

),12,4,3(),3,3,1(),1,2,2(








djcbabcad

cba

c
求

13
259

||||
Pr 


 






c

dcdj
c

内积
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例3. 内积的物理意义

一质点在力F的作用下从点A移动到B，力所做的功.

则记 ,ABs 




FsFsW ,cos||||||||

.sF 


F


A s B

内积
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二. 外积

是一个向量，的外积与定义：向量


 baba

,,sin||||||||||||)1(  bababa


符合右手系。，，且

所确定的平面垂直，，与

baba

baba






)2(

外积又称为向量积.

bac




a

b


外积
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外积的性质

;,)1( babbaa



;00,0)2(


 aaa
;0//)3(


 baba
;)4( abba 


);()()5( baba


 
.()6( cbcacba 

 ）

外积
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外积的几何意义

 bababa
 ,sin||||||||||||

ha |||| 

面积为邻边的平行四边形的，以


 ba

a
b


基向量的外积

,1222  kji


,,, jikikjkji




.,, ikjijkkij




外积
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利用坐标计算外积

则设 ),,,(),,,( 321321 bbbbaaaa 


)()( 321321 kbjbibkajaiaba




ibajbaibakbajbakba


231332123121 

kbabajbabaibaba


)()()( 122131132332 

321

321

bbb
aaa
kji




外积
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都垂直的单位向量。求与


 kjibkjia 2,423
解










 kj
kji

bbb
aaa
kji

bac 510
211

423

321

321

,55510|||| 22 c

.
5

1
5

2






 






 kj
c

ce c


外积

例2
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例3 在顶点为� 1, − 1,2 , � 5, − 6,2 和� 1,3, − 1 的三
角形中，求AC边上的高BD.

解 )0,5,4(),3,4,0(  ABAC

三角形ABC的面积为

||||
2
1 

 ABACS

2
25161215

2
1 222 

,5)3(4|||| 22 


AC

BD 5
2
1

2
25 .5BD



 BDACS ||||
2
1

A

B

C
D

外积
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例4 设单位向量OA与三个坐标轴夹角相等，B是点
         M(1,-3,2)关于N(-1,2,1)的对称点.  求OA  OB.

解 设, ,  是OA的方向角，则

OA = (cos , cos , cos  ).
由  =  =  可得

cos2 + cos2 + cos2 = 3 cos2 =1.

,
3

1cos 

).
3

1,
3

1,
3

1(OA

外积
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设点B的坐标是(x, y, z),则点N是MB的中点，且

.1
2

2,2
2

3,1
2

1








 zyx

.0,7,3  zyx

OB = (-3, 7, 0),

073
3

1
3

1
3

1





kji

OBOA



).10,3,7(
3

1


外积
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例5 外积的物理意义

设O为一杠杆L的支点，有一力�作用在这杠杆上的P点处。

力F与OP的夹角为�。力�对支点O的力矩是一向量�,它的模

||||||||||| FOQM




sin||||||| FOP




F


O P
Q

L
�的方向垂直于OP与�所决定
的平面，指向符合右手系

外积
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三、混合积

定义 设已知三个向量�,�,�,数量 � × � ∙ �称为这

三个向量的混合积，记为 ��� .

设 ,321 kajaiaa


 ,321 kbjbibb




,321 kcjcicc





cbacba 
 )(][

321

321

321

ccc
bbb
aaa



这是混合积的坐标表达式

混合积
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混合积的几何意义与性质：

(1)向量的混合积 ��� =  � × � ∙ �是这样的一个数，它的

绝对值表示以向量�, �, �为棱的平形六面体的体积

.)()()(][)2( bacacbcbacba



(3) 三向量�, �, �共面≪==≫  ��� = 0

ba



c

a
b


混合积
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例6 已知 ��� =2 ,计算  � + � ×  � + �  ∙  � + � .

解 )()]()[( accbba 


)()][ accbbbcaba 


ccbcccacba 
 )(0)()(

0 0
acbaacaaba 
 )(0)()(

0 0 cba 
 )(

.4][2)(2  cbacba 

混合积
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例7 已知不在一平面上的四点A �1, �1, �1 , B �2, �2, �2 ,
C �3, �3, �3 ,D �4, �4, �4 ,求四面体的体积。

解

][
6
1 ADACABV 

),,( 121212 zzyyxxAB 

由立体几何知，四面体的体积等于以向量��, ��, ��
为棱的平形六面体的体积的六分之一.

混合积
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),,( 131313 zzyyxxAC 


),,( 141414 zzyyxxAD 


141414

131313

121212

6
1

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

V






式中正负号的选择和行列式的符号一致.

混合积
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内积

外积

混合积

学会了什么


