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主要内容：

3.1 空间直角坐标系

空间直角坐标系

向量的概念

向量的线性运算

向量在轴上的投影

线性运算的几何意义

向量的模与方向余弦
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空间直角坐标系与向量

一、空间直角坐标系

       三个坐标轴的正方向
符合右手系.

即右手握住z轴，
当右手的四个
手指从正向x轴
转向正向y轴时，
大拇指的指向
就是Z轴的正向

x轴:横轴；y轴：纵轴；z轴：竖轴

O

x

y

z
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空间直角坐标系与向量
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例  在O—xyz坐标系中表示以下三个点：
  M1(1, 2, 3), M2(-1, 2, 3), M3(1, 2, -3).

x
y

z

O
1 2

3
M1

空间直角坐标系与向量
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x
y

z

O 2

-1

M2
3

x
y

z

O
1 2

3

-3
M3

空间直角坐标系与向量
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二. 向量的概念

向量：既有大小又有方向的量.

向量的表示： 或a AB

以A为起点，B为终点的有向线段.
A

B

向量的模：向量的大小. 或|||| a ||AB||
（模又称为长度或范数）.

单位向量：模为1的向量.

零向量：模为0的向量. 

向量的概念
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自由向量：不考虑起点位置的向量

相等向量：大小相等且方向相同的向量

负向量：大小相等但方向相反的向量

a a

a b


a a

向量的概念
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向径：空间直角坐标系中任一点  与原点
构成的向量.         

z

x

yo

P

向量的概念
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三、向量的线性运算

1. 向量的分量：

把向量     作平行移动，使其起点
与原点重合。        

设其终点A的坐标为(a1, a2, a3), 则
称a1, a2, a3为向量             的分量或
坐标，

记为      =(a1, a2, a3).

OA
a1

a2

a3

O

向量的线性运算
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2. 向量的线性运算

定义  设 =(a1, a2, a3),  =(b1, b2, b3),

            +  = (a1 +b1, a2 +b2, a3+ b3),
           k •  =(ka1, ka2, ka3 ). 

 +  称为加法， k •  称为数乘. 

加法与数乘统称为线性运算. 

            -  =  +（-  ）
                    = (a1 - b1, a2 - b2, a3 - b3). 

向量的线性运算
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3. 线性运算满足的运算规律

• (1)  + =  +  ;
• (2) ( +) + =  +( +);
• (3)  + 0 =  ;
• (4)  +(- ) = 0 ;
• (5) 1  =  ;
• (6) k(l ) = (kl) ;
• (7) k( +) = k +k ;
• (8) (k+l)  = k  +l  .

向量的线性运算
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4. 基向量与线性表出

)1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(  kji


单位向量 称为基向量.

=(a1, a2, a3)
=(a1, 0,0)+(0, a2, 0)+(0, 0, a3)

kji


321 aaa 

称 可由 线性表出。

轴上的分向量在称为向量 xai 
1a x

y

z

O

向量的线性运算
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四、向量在轴上的投影

1. 空间两向量的夹角的概念：

的夹角为：与向量向量


 baba ,0,0

)0(   a,bb,a 

类似地，可定义向量与一轴或空间两轴的夹角.

特殊地，当两个向量中有一个零向量时，规定
它们的夹角可在0与   之间任意取值.

a

b




向量在轴上的投影
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2. 空间一点在轴上的投影

A

u
A

过点�作轴�的垂
直平面，交点�′即
为点�在轴�上的
投影。

向量在轴上的投影
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3. 向量在轴上的投影

过空间点A,B作平面与轴 u垂直，与轴 u相交
于A’, B’,向量 AB 在轴 u上的投影定义为








反向与

同向与

u
u

ABu ''''

''''

BA,||BA|| -
BA ||,BA||

Prj

'A

A

'B

B

o u

向量在轴上的投影
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向量在轴上的投影有以下两个性质：

  u 上的投影等于向量的模乘以(1)向量 AB在轴

轴与向量的夹角的余弦：

证

A

A
B

B

B  u
u cos||||

PrPr
AB

ABjABj uu


 

向量在轴上的投影
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由性质1容易看出：

投影为正,
2

0)1(  

投影为负,
2

)2( 


投影为零,
2

)3(  

(4) 相等向量在同一轴上投影相等；

u
ab





向量在轴上的投影
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（2）两个向量的和在轴上的投影等于两个向量
在该轴上投影之和（可推广到有限多个）

.PrPr)(Pr 2121 aaaa 
uuu jjj 

u
A

A

1a

B

B
2a

C

C

向量在轴上的投影



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

19

在三个坐标轴

上的投影.

向量OA的坐标a1, a2, a3分别是 OA

利用勾股定理从图中可得

||OA|| 2
3

2
2

2
1 aaa 

||kOA|| 2
3

2
2

2
1 )()()( kakaka 

||||.||


 OAk

向量在轴上的投影
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五. 线性运算的几何意义

则设 ),,(),,( 2121 bbOBaaOA 


,),( 2211



 OPbabaOBOA

1111Pr abbaBPjOx 

经平行移动后可与 重合.


OBAPOABP //,// 同理故

所以，OAPB是平行四边形.

线性运算的几何意义

2222Pr abbaBPjoy 
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1. 平行四边形法则

,


 OPOBOA
是以 为边的平行四边形的对角线.

平行四边形法则也可表示为三角形法则。

B

O A

P



 'OBOAOBOA









BA

OA'

B

�′ �′

AO

线性运算的几何意义



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

22

2. 伸缩变换

ab 
）（1

同向；与）（ ab 

 ,02 

.,03 反向与）（


 ab




aaaabbbb 
  ),,(),,(4 321321）（

).0,0(

.//5
3

3

2

2

1

1





ii ba
a
b

a
b

a
bba

则若

）（


a a2
a

2
1



线性运算的几何意义
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例1. 非零向量单位化.

,0a设向量 则令 ,
||||

1 a
a

ea






|||||
||||

1||||| a
a

ea





 1||||
||||

1
 a

a




.同方向的单位向量是与 aea


线性运算的几何意义
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例2. 证明：三角形的中位线平行于底边且等于
         底边的一半.

证  设DE是中位线， 


 AEDADE


 ACBA
2
1

2
1

)(
2
1 

 ACBA



 BC
2
1

线性运算的几何意义
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例3. 设M1(x1, y1, z1) , M2(x2, y2, z2)为空间二点. 

(1) 求 ||M1M2||; 

解. M2M1

O

2
12

2
12

2
1221 )()()( zzyyxxMM 



 M1M2= OM2 - OM1 = (x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1)

这就是空间两点间的距离公式. 

线性运算的几何意义
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.
||||
||||2

2

1
21 的坐标，求上一点，为）设（ M

MM
MMMMM 



解. 
M1 M2M

设M的坐标为(x, y, z), 由M1 M = M M2 得,

 (x - x1, y - y1, z - z1) =  (x2 - x, y2 - y, z2 - z)

 x - x1 =  (x2 - x),







1

21 xxx

.
1

,
1

2121















zzzyyy同理，

线性运算的几何意义
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 若M为M1M2的中点，则M的坐标为

.
2

,
2

,
2

212121 





  zzyyxx

线性运算的几何意义
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六、向量的模与方向余弦

非零向量  与三条坐标轴的正向的夹角称为方向角.

,,,,,,  kajaia
 


 

1M
2M

o
x

y

z
,0  

,0  

.0  

向量的模与方向余弦
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由图示可知

2
3

2
2

2
1

1cos
aaa

a




2
3

2
2

2
1

2cos
aaa

a




2
3

2
2

2
1

3cos
aaa

a




的方向余弦称为向量，，


a coscoscos

向量的模与方向余弦
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方向余弦的特征

1coscoscos 222  

特殊地：单位向量的方向余弦为

||||





a

aea
 }.cos,cos,{cos 

向量的模与方向余弦
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解：设�1�2的方向角分别为�，�，�则

,
2
2cos,

4
,

2
1cos,

3
 

,1coscoscos 222  

.
2
1cos  

例4  设有向量�1�2,已知其模长为2，它与�轴和

�轴的夹角分别为
�
3
和

�
4
，如果�1的坐标为 1,0,3 ，

求�2的坐标

向量的模与方向余弦
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设�2的坐标为 �, �, � ，

)3,0,1(21 


zyxPP

)cos,cos,(cos|||| 21 


 PP

)1,2,1()
2
1,

2
2,

2
1(2 

），，）或（，，（

或

222422

24,2,2

2P

zyx





向量的模与方向余弦
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例4  

轴上的分量。轴上的投影及在在求向量

设

yxpnma

kjipkjinkjim








34

,415,742,853

解 pnma   34
)45()742(3)853(4 kjikjikji




,15713 kji




,131 ax轴的投影为所以在

.7


jy轴上的分量为在

向量的模与方向余弦
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空间直角坐标系

向量的概念

向量的线性运算

向量在轴上的投影

线性运算的几何意义

向量的模与方向余弦

你学到了什么


