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主要内容：

2.2 行列式的性质与计算

行列式的性质

行列式的计算

方阵乘积的行列式
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行列式的性质

一. 行列式的性质

性质1  行列式按任一行展开，其值相等，即
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行列式的性质
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例2  计算

解 

行列式的性质
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同理

行列式的性质

n

nn

aaa 21
2

)1(

)1(




nnaaa  2211
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推论  若行列式的某一行全为零，则行列式等于零.

性质2  n阶行列式某两行对应元全相等，则行列式为零.           
即当 aik = ajk ， i≠j, k=1,…, n时，det A = 0.

证  （归纳法）结论对二阶行列式显然. 

设结论对n-1阶行列式成立，对于n阶：按第k(i, j)行展开 

由于Mkl(l=1,…,n)是n-1阶行列式，且其中都有两
行元全相等，所以 

行列式的性质
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性质3 

行列式的性质
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证

行列式的性质
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 例3  

观察 ：与矩阵加法的区别 ？

行列式的性质
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性质4（行列式的初等变换）若把行初等变换施
于n阶矩阵A上：

(1) 将A的某一行乘以数k得到A1，则
             detA1 = k(detA)；

(2) 将A的某一行的k(≠0)倍加到另一行得到A2 ,  
    则
             detA2 = detA；

(3) 交换A的两行得到A3, 则 detA3 = -detA.

行列式的性质
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nnn

injnij

ini

n

aa

kaakaa

aa

aa

A












1

11

1

111

2det




nnn

ini

ini

n

nnn

jnj

ini

n

aa

kaka

aa

aa

aa

aa

aa

aa























1

1

1

111

1

1

1

111



证 (1)按乘以数k的那一行展开，即得结论成立。

(2)

AkA det0det 

行列式的性质
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nnn

ini

jnj

n

aa

aa

aa

aa

A












1

1

1

111

3det 

nnn

injnij

jnj

n

aa

aaaa

aa

aa












1

11

1

111




i行

j行

（3）

行列式的性质
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nnn

injnij

ini

n

aa

aaaa

aa

aa












1

11

1

111






nnn

jnj

ini

n

aa

aa

aa

aa












1

1

1

111




Adet

行列式的性质
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推论  若行列式某两行对应元成比例，则行列式的   
值为零.

应 用：

).(det)det( AkkA n
2. 初等矩阵的行列式：

)det( ijE )det( IEij 1det  I
;0)(det  ccEi

.1)(det cEij

行列式的性质

1.设A为n阶矩阵，则
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初等矩阵与任一方阵A乘积的行列式：

)det( AEij  Adet ),)(det(det AEij

))(det( AcEi )(detAc ),))(det((det AcEi

))(det( AcEij ).))(det((detdet AcEA ij

))(det(det)det(, AEEAE 对任一初等矩阵

))(det(det)(det)det(
,,,

121

21

AEEAEEE
EEE

tt

t





为初等矩阵，则设

行列式的性质
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 例4  


















111
322
321

A

1

2
100
320

321

210
320

321

111
322
321







A

求矩阵A的行列式|A|, 2|A|和|2A|

解：

行列式的性质
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8
111
322
321

222
222
644
642

2 A

2
111
322
642

2  A

AA 22 注意：

行列式的性质
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一般，

.AkAkAk n
nn 

行列式的性质
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性质5   设A为n阶矩阵，则

.det)det( AAT 

证   当A不可逆时：

设 )(最后一行的元全为零初等行变换 RA  

即存在初等矩阵 ，tEEE ...,,, 21

REEEA t21

.0))(det(det)(detdet0det 1  REEAR t

又A不可逆 AT不可逆 所以      det AT = 0

行列式的性质
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当A可逆时：存在初等矩阵 ，sEEE ...,,, 21

sEEEA 21有

)det()det( 12
TTT

s
T EEEA 

))(det(det)(det 12
TTT

s EEE 

))(det(det)(det 12 EEEs 

)detdet(det 21 sEEE 

Adet
njAaAaAaA njnjjjjj ,...,1,det 2211  由性质5，

行列式的性质
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例5. 奇数阶反对称阵的行列式必为零.

证  设Ann (n为奇数)满足：

,AAT 

Adet于是， TAdet )det( A

,detdet)1( AAn 

行列式的性质
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 例6  阶行列式计算4

111

111

111

111

2
2

2
2

2
2

2
2

d
d

d
d

c
c

c
c

b
b

b
b

a
a

a
a

D









  1abcd已知

行列式的性质
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解:

11

11

11

11

2

2

2

2

d
dd

c
cc

b
bb

a
aa

D 

111

111

111

111

2

2

2

2

d
d

d

c
c

c

b
b

b

a
a

a



行列式的性质
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dd
d

cc
c

bb
b

aa
a

abcd

111

111

111

111

2

2

2

2

  

dd
d

cc
c

bb
b

aa
a

111

111

111

111

1

2

2

2

2

3

.0

行列式的性质
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 行列式性质小结： 
一、按行展开 ： ininiiii AaAaAaD  2211

二、三类初等变换 ：
1.换行反号 , 2.倍乘 , 3.倍加.  

三、三种为零 ：    1.有一行全为零 ,   2.有两行相同 ,

 3.有两行成比例 . 

行列式的性质

四、一种分解

五、 .DDT 
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行列式的计算

例7. 设






















273
342

731
A ，求 detA.

解. 

2320
17100
731

det





A 196

10
19600

17100
731
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行列式的计算

例8. 计算

2903
11324
3412
4141 

D

解. 

2903
5500
3412
81707





D

293
550
8177

)1( 22 


 

2113
500
8257 

 10
113
257

5 




i) -2*r2+r3; ii) -4*r2+r1
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行列式的计算

例9. 计算

xyy

yxy
yyx

Dn









解. 

xyynx

yxynx
yyynx

Dn







)1(

)1(
)1(








xy

yx
yy

ynx







1

1
1

))1(( 
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行列式的计算

yx

yx
yy

ynx












00

00
1

))1((

nyxynx )]()1([ 
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行列式的计算

例10. 证明范德蒙行列式(n≥2)

),(

1111

1

11
3

1
2

1
1

22
3

2
2

2
1

321

ji
nij

n
n

nnn

n

n

n xx

xxxx

xxxx
xxxx

V 


 






证. 

n = 2: 结论成立。,
11

12
21

xx
xx
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行列式的计算

设对于n-1阶结论成立，对于n阶：

)()()(0

)()()(0
0

1111

1
2

13
2

312
2

2

1133122

11312

xxxxxxxxx

xxxxxxxxx
xxxxxx

V

n
n
n

nn

nn

n

n








 






22
3

2
2

32
11312

111

)())((





n
n

nn

n
n

xxx

xxx
xxxxxx









Tip： 从最后一行开始，上一行乘以-x1分别加到下一行
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行列式的计算





nij

ji
nij

jinn xxxxxxxxxxV
12

11312 )()()())(( 

n-1阶范德
蒙行列式
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 例11  

432

432

432

432

dddd
cccc
bbbb
aaaa

D 

32

32

32

32

1
1
1
1

ddd
ccc
bbb
aaa

abcd

行列式的计算

2 2 2 2

3 3 3 3

1 1 1 1
a b c d

abcd
a b c d
a b c d



      abcd d c d b c b d a c a b a      
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例12. 计算

n

n

n

n

aaa

aaa
aaa

D








1

1
1

21

21

21







解. 加边法










n

n

n

n

n

aaa

aaa
aaa
aaa

D

10

10
10

1

21

21

21

21








1001

0101
0011

1 21













naaa

行列式的计算
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1000

0100
0010

1 21
1







 n

n

i
i aaaa





 



n

i
ia

1
1

(再考虑例9？)

行列式的计算
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方阵乘积的行列式

解决： 1.可逆矩阵与行列式；

定理1. 方阵A可逆的充要条件为 detA≠0.

2.矩阵乘积的行列式.

证. （简化行阶梯形）行初等变换 RA  

REEAEE tt 11 ...,, 使得即存在初等矩阵

.0det  A已知： 若A不可逆，

则R的最后一行的元全为零， .0det R所以
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方阵乘积的行列式

.,0))(det(det)(detdet 1 矛盾 REEA t

可逆，：若A 则R=I，

.0))(det(det)(detdet 1  IEEA t
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方阵乘积的行列式

定理2. 设A, B为n阶方阵，则

).)(det(det)det( BAAB 

证. （简化行阶梯形）设 行初等变换 RA  
即存在初等矩阵 REEAEE tt 11 ...,, 使得

)det()det( 1 RBEEAB t

)).)(det((det)det 1 RBEE t（

若A可逆，则R=I,
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方阵乘积的行列式

)))(det((det)det)det( 1 IBEEAB t（

).)(det(det BA

若A不可逆，则R的最后一行全为零, RB的最后一行全为零.

0)det( AB

.0)(det0))(det(det  BBA
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方阵乘积的行列式

 推论1   设Ai (i=1, …, t)为n阶矩阵，则

).(det)det)det( 121 tt AAAAA  （

推论2  设A, B为n阶矩阵，且AB=I (或BA=I), 则B=A-1.

证 ))(det(det)det( BAAB  .1det  I
.0det A所以 A可逆

A -1 AB= A -1 I= A -1

B= A -1
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方阵乘积的行列式

应用：det(A-1)=
Adet

1

Tip： A-1A=I
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方阵乘积的行列式

.0 ,1  AIAIAAT ：证明且设 例13  

AAAAI T ：证

 IAA T 

TIAA )( 

IA

.0 AI

AI 
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方阵乘积的行列式

 例14  设 

,,

1

2
1

0

1 

























  BPP

n


.BI ：求

,1 PPB：解
111   PPPIPPPIBI

  11   PIPPIP



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

44

方阵乘积的行列式

  IIPP 1

= n！
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方阵乘积的行列式

思考题

阶行列式设n

n

n

Dn








001

0301
0021

321



求第一行各元素的代数余子式之和:

.11211 nAAA  
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方阵乘积的行列式

解 第一行各元素的代数余子式之和可以表示成

nAAA 11211  

n






001

0301
0021
1111

 .11!
2









 



n

j j
n

Tip： 从第2列开始乘以-1/2, -1/3, ….分别加到第1列
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学到了什么？

行列式的性质

行列式的计算

方阵乘积的行列式


